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ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЛИНЕАРИЗОВАННОЙ ОБРАТНОЙ 
КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ ЛАМЕ 

 
Предложен алгоритм численного решения краевой обратной дина-

мической задачи для системы Ламе на основе линеаризованных пред-
ставлений кинетической и потенциальной энергии. Приводятся ре-
зультаты численного моделирования в 3D. 

 
An algorithm of numerical solving the inverse boundary value problem for 

the dynamical Lame system on the base of linearized presentations of kinetic and 
potential energies is proposed. Results of numerical testing in 3D are presented. 
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Прямая задача 
 
Пусть 3

  — полупространство с границей 3 3{ | 0}.x x     Бу-
дем называть прямой задачей начально-краевую задачу для системы Ла-
ме (ниже во всех формулах подразумевается суммирование по повто-
ряющимся индексам от 1 до 3): 

 



   


3, [0,2 ],iji

tt ju в T
x [0 , ] 0 0, 0,ij i

j T t t tf u u      
 

где  — тензор напряжений, связанный с тензором деформаций 
( )/2j i

ji
ij xx

u u   законом Гука ij ijkl
klC   ; u — вектор смещений;  — 

вектор внешней нормали границы . 
Среда предполагается изотропной: 

 ( ).ijkl ij jl jkkl ik ilC           
Плотность  и параметры Ламе ,  — суть достаточно гладкие (ку-

сочно-гладкие) функции пространственных переменных. 
Вектор нормального напряжения f будем называть (граничным) 

управлением и предполагать, что 

 0( , ) ( ) ( ) , , [0, ]f x t r t s x x x s T         , 
где ( )r t  — импульс Рикера;  — дельта-функция на ; 0    — огра-
ниченная область, по которой пробегают точечные источники (аперту-
ра). Заметим, что вектор-функция f всегда направлена по нормали. Ре-
шение прямой задачи обозначим fu , тензор деформаций и тензор на-
пряжений  f и f  соответственно. 
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Обратная задача 
 
Обратная задача состоит в определении , ,  по оператору реакции 

0

2 2
[0,2 ], |fT T

TR R f u   . Из кинематических соображений очевидно, что 

оператор реакции «ничего не знает» о коэффициентах внемножества 
3

0{ |dist( , )T x x      T}, заполненного волнами к моменту .T  Здесь 

0dist( , )x   — время распространения возмущения от точки x до апер-
туры. Поэтому речь идет об определении | ,T

  | ,T
  | .T

  
Предлагается приближенное решение, основанное на линеаризо-

ванных представлениях кинетической и потенциальной энергии. Дан-
ная работа — попытка численно решить обратную задачу на основе 
идей метода граничного управления [1—2], ограничившись самыми 
простыми средствами, не решая задачу граничного управления. 

 
Билинейные формы 

 
Введем билинейные формы (относительно управлений), соответст-

вующие кинетической и потенциальной энергии в момент времени T: 

 
( , ) = ( )( ( , ), ( , )) ,

def
f gT
t tK f g x u x T u x T dx


  

( , ) = ( )( , ) .
def

ijkl f gT
ij klP f g C x T dx


   

Обе формы явно определяются оператором реакции: 
Теорема. Для любых управлений f, g имеют место равенства 

 
2 2

0

1
( , ) [( , ) ( , )] ,

2

TT T T
t tK f g dt R g f R f g d

     
  

(1) 
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0

1
( , ) [( , ) ( , )] ,

2

TT T T
t tP f g dt R g f R f g d

     
  

(2)
 

где (., ) ( (., ) (., 2 ))/2.a t a t a T t   

 Доказательство. Имеет место дифференциальное тождество 

  [ ( , ) ( ) ] =f g ijkl f g g f g
t t ij kl t t tu u C div u u            , 

где a — свертка векторного поля a с симметричным тензором 
 : ( ) .i

j ija a  
 
Интегрируя тождество по [0, ]T , имеем: 

 

[0, ]

[0, ]

( , )( , ) ( , ) ( , ) ,

( , )( , ) ( ), ) ( , ) .

f g g f
t t t tT

f g g f
t tT

u u x T dx u f u g dtd

C x T dx u f u g dtd

  

  

      

       

 
   

С учетом | 0t Tg   получаем (1)—(2). � 
 

МКЭ-аппроксимация 
 

Пусть 0 -прямоугольник и T T  — параллелепипед. На части 

границы 0\T   зададим нулевые условие Неймана. Введем триангу-

ляционную сетку Делоне в T  и соответствующие базисные векторные 
поля , 1, , 3p p N    ( N  — число узлов сетки), соответствующие стан-

дартным базисным функциям метода конечных элементов (МКЭ). 
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Тогда аппроксимация Галеркина 


  3

1
( , ) ( ) ( )

Nf
N p pp

u x t U t x
 
решения 

прямой задачи приводит к задаче Коши 0 0, 0,tt t t tMU KU F U U    
 
где 

 ( )( ( ), ( )) ,pq p qM x x x dx


     
3

. 1

[ ]
j ji i i i

q p q p q p
pq i j j j j i

i j

K dx
x xx x x x 

     
   

      — 

матрицы масс и жесткости соответственно, а ( ) ( ( ), ( , ))p qF t x f x t d 


    — 

матрица-функция граничных управлений. Заметим, что стандартные 
базисные функции МКЭ обеспечивают 1( ) ( , ) ( ),f

N p pu x t U t 1, , ,p N 
 

2( ) ( , ) ( ),f
N p pu x t U t 1, , 2 ,p N N   3( ) ( , ) ( ),f

N p pu x t U t 2 1, , 3 .p N N  
 

Будем использовать кусочно-постоянную модель плотности и ко-
эффициентов Ламе. Тогда 
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Данные обратной задачи — компоненты вектор-функции ( ),pU t
 

[0, 2 ]t T , соответствующие граничным узлам 0px  . Аналогами би-

линейных форм (1)—(2) являются матрицы * ( ) ( ),TC U T MU T  
* ( ) ( ),TP U T KU T  (* означает транспонирование), которые, как можно 

показать, явно определяются данными обратной задачи. 
 

Алгоритм реконструкции 
 
Пусть (кусочно-постоянные) коэффициенты , ,  лежат в некото-

рой -окрестности «фоновых» коэффициентов 0 0 0, ,   . В силу непре-
рывной зависимости решения прямой задачи от коэффициентов урав-
нения имеет место * * * *

0 0 0 0( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ),T TU T MU T C O U T KU T P O       где 

0 ( )U T соответствует 0 0 0, ,    и тем же управлениям. 

Рассмотрим линейные уравнения относительно , ,k k k    : 

 
* *
0 0

* *
0 0

: ( ) ( ) ,

( , ) : ( )( ) ( ) .

l T
l

l l T
l l

A U T M U T C

B U T K K U T P 

   

     

 
  

  (3) 

Тогда * *
0 0( ) ( ) ( ) ( )k

k k U T M U T O     (и аналогично для , ). Но некор-
ректность обратной задачи влечет плохую обусловленность линейных ото-
бражений       ( 1)/2 ( 1)/22: , :c c c cN N N NN NA B  плохо обусловлены. 

(Более того, существует гипотеза, что отображение B даже не инъек-
тивно для рассматриваемых управлений.) 
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Поэтому для решения уравнений (3) необходима регуляризация.  
В численных примерах, приведенных ниже, регуляризация уравнений 
(3) состояла в том, что применялась кусочно-постоянная модель , ,     
на более грубой сетке. Также использовались априорные ограничения 
на коэффициенты (задавался априорный диапазон значений). 

В сейсмике часто считается выполненным определенное соотноше-
ние между скоростями продольных и поперечных волн. В расчетах 
применялось априорное соотношение / 1,8p sc c  , что позволяет 

уменьшить число неизвестных. Численное решение прямой и обрат-
ной задачи производилось в среде MATLAB. При восстановлении ко-
эффициентов использовалась процедура quadprog (минимизация 
квадратичной функции на заданном множестве). 

 
Численные эксперименты 

 
Рассмотрены две небольшие трехмерные модели: модель с включе-

ниями и модель с границей. Параметры задачи следующие: 0,01 ,T c  
размеры области : 48 48 19,2(м)T   , количество тетраэдров 19200, 
преобладающая частота импульса Рикера 30 Гц, скорость продольных 
волн 1600—2000 м/с. Количество источников 25, задержек по времени 
— 50. То есть количество управлений 1250. Ниже на рисунках 1—
4 представлены модели и реконструкции плотности и скорости про-
дольных волн. На рисунке 1, а указано расположение источников. 

 

  
 а  б 

 

Рис. 1: а — модель скорости продольных волн, «включения»; б — реконструкция 
 

  
 а  б 

 
Рис. 2: а — модель скорости продольных волн, «граница»; б — реконструкция 
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 а  б 

 

Рис. 3: а — модель плотности, «включения»; б — реконструкция 
 

  
 а  б 

 
Рис. 4: а — модель плотности, «включения»; б — реконструкция 
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